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Âìåñòî ïðåäèñëîâèÿ

Âîçìîæíûé ïðåäîê ÂÂÌ:

Àêòû Òðîèöêîãî Êàëÿçèíà ìîíàñòûðÿ XVI â., 2007

Ìèêëþêîâî � îïóñòåâøàÿ äåðåâ-

íÿ â Êàøèíñêîì ãîðîäñêîì îêðó-

ãå Òâåðñêîé îáë. (Wiki)
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Ìèêëþêîâ-Ñóâîðîâ-Êóôàðåâ-Áåðãìàí-...-Ãèëüáåðò-Êëåéí-..-Ãàóññ

.. Ïðîøó ñêîððåêòèðîâàòü áèîãðàôè÷åñêèå äàííûå èçâåñòíîãî

ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ïàâëà Êóôàðåâà (àâòîðà èçâåñòíîãî

óðàâíåíèÿ Ëåâíåðà-Êóôàðåâà). Ê ñîæàëåíèþ, èíôîðìàöèè î

åãî íàó÷íîì ðóêîâîäèòåëå ïî Mathematics Geneaology Project íåò.

Ôàêòè÷åñêè, åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì â Òîìñêîì óíèâåðñèòåòå

(ÑÑÑÐ, ñòåïåíü ê.ô.-ì.í. çàùèùåíà â 1935 ã.) áûë Ñòåôàí

Áåðãìàí, äðóãîé èçâåñòíûé ìàòåìàòèê (èçâåñòíûé, íàïðèìåð,

ñâîèìè ïðîñòðàíñòâàìè Áåðãìàíà). Åñòü ìíîãî ïðè÷èí, ïî êîòîðûì

èíôîðìàöèÿ î Áåðãìàíå è Êóôàðåâå ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé èëè äàæå

îòñóòñòâóåò: âî-ïåðâûõ, ýòî ýìèãðàöèÿ Áåðãìàíà èç Ãåðìàíèè â

1933 â ÑÑÑÐ, 2) ýòî áûëà ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ â ÑÑÑÐ â 1934-1937-å

ãîäû, îñîáåííî ñ íåìåöêèìè èìåíàìè, òàêèìè êàê Áåðãìàí. Êðîìå

òîãî, Áåðãìàí èììèãðèðîâàë â ÑØÀ â 1937(1939?) ã., è åãî èìÿ

â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè áûëî ïðàêòè÷åñêè çàïðåùåíî â ñîâåòñêîé

ìàòåìàòèêå òîãî ïåðèîäà. Äî 1939 ãîäà â MathSciNet íåò íè îäíîé

ñòàòüè Áåðãìàíà.

×òî êàñàåòñÿ Êóôàðåâà, òî â 1969 ã. â íåêðîëîãå Êóôàðåâà,

îïóáëèêîâàííîì â Óñï. Ìàò. íàóê ïîÿâëÿåòñÿ çàìå÷àíèå î òîì,

÷òî ïî ñîâåòó Á.À. Ôóêñîì è Ñ.Á. Áåðãìàíîì â 1935 ã. â êà÷åñòâå

êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè. Áûëî áû ñïðàâåäëèâî èñïðàâèòü îøèáêó

è âêëþ÷èòü Ïàâëà Êóôàðåâà â ÷èñëî ó÷åíèêîâ Ñòåôàíà Áåðãìàíà.

[.... ññûëêè]

Â. Òêà÷åâ, ìàé 2016
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Î ÷åì ðàññêàç?
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Ââåäåíèå

Â (ãåîìåòðè÷åñêîì) àíàëèçå åñòü âñåãäà äâà îñíîâíûõ èíãðåäèåíòà:
íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (ñ
áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì âàðèàöèé).

Ìàòåìàòè÷åñêèé ôîëüêëîð (èëè ÂÌÌ?...)

Íà ñàìîì äåëå, Â.Ì.Ì. òàêæå áûë î÷åíü ñèëüíûì àïîëîãåòîì ðàçíûõ âàðèàöèé íà
òåìó òåîðåìû Ôóáèíè è åå àíàëîãîâ òàêèõ êàê "ôîðìóëû Ôåäåðåðà" (co-area
formula), â òîì ÷èñëå è ñàìîé êíèãè (ôîòîêîïèè) Ôåäåðåðà "Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ
ìåðû", à òàêæå è áåñòñåëëåðà 80õ "Ãåîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà" Áóðàãî è
Çàëãàëëåðà.
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Ïðàâèëüíûå êîíòåêñòû

L-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (Ìàðêîâ, Àõèåçåð, Êðåéí)

"ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå" (Êðåéí, Putinar)

L-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ â C è êâàäðàòóðíûå îáëàñòè (Putinar, Gustafsson, V.T.)

Ìåðîìîðôíûé ðåçóëüòàíò íà êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ (Gustafsson, V.T.)

À òàêæå "ñ äðóãîé ñòîðîíû"

ïîòåíöèàëû Ðèññà â òåîðèè ðåãóëÿðíîñòè (Adams, Hedberg, Ìàçüÿ, Mingione)

Moving-centre monotonicity formulas (Jonathan Zhu, Na�, McGrath)

ïîòî÷å÷íûå îöåíêè ãðàäèåíòîâ ïîòåíöèàëîâ Ðèññà äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïëîòíîñòåé (V.T.)
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Òðàíñöåíäåíòíûå àíàëîãè íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (V.T., 2018)

Ñëåäñòâèå n = 1 (V.T., 2018)

Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ôóíêöèè 0 ≤ ρ(x) ≤ 1 ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, 0 ̸∈ supp ρ, âûïîëíåíî

sinh
2

 1

2

∞∫
−∞

ρ(x)

|x|
dx

 ≤
1

4

∞∫
−∞

ρ(x)dx ·
∞∫

−∞

ρ(x)

x2
dx,

1

2

 ∞∫
−∞

ρ(x)dx


2

≤ tanh

 1

2

∞∫
−∞

ρ(x)

|x|
dx

 ·
∞∫

−∞

|x|ρ(x)dx.

Îáà íåðàâåíñòâà òî÷íûå è äîñòèãàþòñÿ â òî÷íîñòè, êîãäà ρ(x) = χ[a,b], ab > 0.

Çàìå÷àíèå 1. Íàïðèìåð äëÿ ρ = χ[a,b] íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì:

sinh
2
(
1

2
ln

b

a
) =

 √
b√
a
−

√
a√
b

2

2

=
1

4
(b − a) ·

b − a

ab
.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ 2ãî íåðàâåíñòâà äëÿ ρ = 1
1+x2 è [a, b] = [ 1√

3
, 1]:

0.06854 =
π2

144
<

√
2 − 1

√
2 + 1

· ln
3

2
= 0.06956
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Òðàíñöåíäåíòíûå àíàëîãè íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (V.T., 2018)

Ñëåäñòâèå n = 2 (V.T., 2018)

Ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ:(∫
R2

xρ

x2 + y2
dA

)2

π

∫
R2

ρ dA

≤ 1 − exp

(
−

1

π

∫
R2

ρ

x2 + y2
dA

)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ρ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Ω (îòäåë¼ííîãî îò íà÷àëà êîîðäèíàò)

1

π|Ω|

(∫
Ω

x dA

x2 + y2

)2

≤ 1 − exp

(
−

1

π

∫
Ω

dA

x2 + y2

)
Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ëþáîãî äèñêà ñ öåíòðîì íà îñè x.

Çàìå÷àíèå

Ôóíêöèÿ f := x
x2+y2 � ãàðìîíè÷åñêàÿ, ïîýòîìó äëÿ êðóãà Ω = Br(a) ëåâàÿ ÷àñòü

1

π|Ω|

(∫
Ω

x dA

x2 + y2

)2

=
|Ω|
πa2

=
r2

a2
,

îòêóäà íàõîäèì ∫
Br(a)

dA

x2 + y2
= −π ln

(
1 −

r2

a2

)
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Êëàññè÷åñêàÿ L-ïðîáëåìà ìîìåíòîâ

Êðåéí è Àõèåçåð â 1930õ ðåøàþò ðÿä áîëåå îáùèõ çàäà÷, â

÷àñòíîñòè ââîäÿò ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ρ(x), à èìåííî

òîæäåñòâî íà óðîâíå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ

exp

(
−

1

L
(
ℓ1

t
+

ℓ2

t2
+ . . .)

)
= exp

(
−

1

L

∫ b

a

ρ(ζ)dζ

t − ζ

)
=: 1 +

σ1

t
+

σ2

t2
+ . . . = E(ρ(x), t)

Àíäðåé Àíäðååâè÷ Ìàðêîâ (1856-1922)

Íàóì Èëüè÷ Àõèåçåð (1901-1980)

Ìàðê Ãðèãîðüåâè÷ Êðåéí (1907-1989)

Àäîëüô Àáðàìîâè÷ Íóäåëüìàí (1931-2011)
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Ïðèìåð. Åñëè ρ(x) = χ[a,b](x), òî ℓn = bn−an

n , n ≥ 1, òî åñòü
∑∞

n=1 ℓnt
−n = ln t−a

t−b

E(χ[a,b](x), t) =
t − b

t − a
= 1 +

∞∑
n=1

bn−1(b − a)

tn

Äëÿ îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ ïîëó÷àåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
∏ t−bi

t−ai
, ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, â

÷àñòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëèòåëåé Ãàíêåëÿ çàíóëÿåòñÿ ïîñëå íåêîòîðîãî öåëîãî N .

Òåîðåìà (Êðåéí, Àõèåçåð, Íóäåëüìàí)

L-ïðîáëåìà Ìàðêîâà èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (σn)

ïîðîæäàåò íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ôîðìó (σi+j)0≤i,j≤N .

Êëàññ ýêñòðåìàëüíûõ ðåøåíèé L-ïðîáëåìû Ìàðêîâà ñîîòâåòñòâóåò âûðîæäåííûì

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (σn), ò.å. ∃N : det(σi+j)0≤i,j≤N = 0.

Ëþáîå ýêñòðåìàëüíîå ðåøåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îáúåäèíåíèÿ

≤ N èíòåðâàëîâ: ρ = L · χ∪∆i
.

Åñëè L = 1 è I = [0,∞), ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé L-ïðîáëåìû ìîìåíòîâ ýêâèâàëåíòíà

ïðîáëåìå Ñòèëòüåñà äëÿ {σk}k≥0, òî åñòü ∆m := det(σi+j)
m
i,j=0 ≥ 0, ∆′

m ≥ 0 äëÿ m ≥ 0.

Ïðèìåð

Èñïîëüçóÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì îäíî èç íåðàâåíñòâ Ìàðêîâà

ℓ
4
0 ≤ 12(ℓ0ℓ2 − ℓ

2
1), è ò.ä. áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê (1)
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Âåðí¼ìñÿ ê íà÷àëüíûì äâóì íåðàâåíñòâàì è ïåðåïèøåì èõ äëÿ ëó÷à:

sinh
2

 1

2

∞∫
0

ρ(x)

x
dx

 ≤
1

4

∞∫
0

ρ(x)dx ·
∞∫
0

ρ(x)

x2
dx, (2)

1

2

∞∫
0

ρ(x)dx

2

≤ tanh

 1

2

∞∫
0

ρ(x)

x
dx

 ·
∞∫
0

xρ(x)dx. (3)

äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ïëîòíîñòè 0 ≤ ρ ≤ 1. Íàïîìíèì îïðåäåäåíèå ìîìåíòîâ ρ

ℓk(ρ) :=

∫
R+

ρ(x)x
k−1

dx, k = 1, 2, 3, . . . ,

(3) è (2) � íåðàâåíñòâà ñ êðèòè÷åñêîé ýêñïîíåíòîé k = 0. Ãðàäóèðîâêà (îäíîðîäíûé âåñ):

deg ℓk = k, deg(ℓiℓj . . . ℓk) = deg ℓi + deg ℓj + . . . + deg(ℓk).

Èíâåðñèÿ x → 1/x çàäàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ℓm äëÿ deg ℓk < 0 è deg ℓk > 0:

ℓk(ρ) = ℓ−k(ρ̃), ρ̃(t) = ρ(x
−1

) (4)

Íåðàâåíñòâà äëÿ ìîìåíòîâ k ≥ 1 ýêâèâàëåíòíû ñîîòâåòñòâóþùèì íåðàâåíñòâàì äëÿ m ≤ −1, íî

öåíòðàëüíûé ìîìåíò ℓ0 îêàçûâàåòñÿ "îñîáûì". Â ýòîì ñìûñëå íàøè íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ íîâûìè:

4 sinh
2
(
1

2
ℓ0) ≤ ℓ1ℓ−1, ℓ

2
1 ≤ 4ℓ2 tanh(

1

2
ℓ0).

Âïîëíå îæèäàåìî, â îòëè÷èå îò àëãåáðàè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ Ìàðêîâà-Ñòèëüòüåñà, ýòè äâà �

òðàíñöåíäåíòíûå. Èñêëþ÷àÿ èç íåðàâåíñòâ ℓ−1, ïîëó÷èì åùå îäíî íîâîå íåðàâåíñòâî

4ℓ
3
1 + ℓ

4
1ℓ−1 ≤ 4ℓ

2
2ℓ−1( ∞∫

0

ρ(x)dx

)3

+
1

4

∞∫
0

ρ(x)

x2
dx ·

( ∞∫
0

ρ(x)dx

)4

≤
∞∫
0

xρ(x)dx ·
∞∫
0

ρ(x)

x2
dx.
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Ìîòèâàöèè

Gustafsson è Putinar ââåëè (Ind.Univ.Math.J., 2003) ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå 0 ≤ ρ ≤ 1

Eρ(x) = exp

[
−

2

n

∫
Rn

ρ(ζ)dωζ

|x − ζ|n

]
= exp(−

2

n
I0(x)), dωζ :=

1

ωn

dζ.

è äîêàçàëè, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èíòåãðàë (ïîòåíöèàë Ðèññà) èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ

ñèíãóëÿðíîñòü, åñëè x ïðèáëèæàåòñÿ ê ãëàäêîé ÷àñòè ãðàíèöû ∂ supp ρ, ýêñïîíåíöèàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå âîññòàíàâëèâàåò íå òîëüêî ãëàäêîñòü, íî è âåùåñòâåííóþ àíàëèòè÷íîñòü.

Ñëó÷àé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ρ = χΩ íàèáîëåå èíòåðåñíûé. Íàïðèìåð

EΩ(x) =


xn−b
xn−a , if xn > b,

xn−a
xn−b , if xn < a,

Ω = {x ∈ Rn
: a < xn < b}.

Â òîé æå ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî â ðàçìåðíîñòè 2: ln(1 − EΩ(x)) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ

x ̸∈ Ω. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò èíòåãðàëüíûå îöåíêè Ðèññà è îöåíêè åìêîñòè (Ahlfors-Beurling).

Êðîìå òîãî, âûñêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà, ÷òî â ðåàëüíîñòè äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ñòðîãèé ðåçóëüòàò:

Ãèïîòåçà (Gustafsson è Putinar, 2003){
ln(1 − Eρ), if n = 2,

1
n−2 (1 − Eρ)

(n−2)/n, if n ≥ 3,

ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé âíå supp ρ äëÿ ëþáîé ïëîòíîñòè ρ ̸≡ 0.
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Ìîòèâàöèè

Ïóñòü Mn(t) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è

M′
n(t) = 1 − M2/n

n (t), M(0) = 0.

Íàïðèìåð, M1(t) = tanh t è M2(t) = 1 − e−t.

Òåîðåìà 1 (V. Tkachev, 2005)

Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ïëîòíîñòè 0 ≤ ρ(x) ≤ 1, ò.÷. íîñèòåëü 0 ̸∈ supp ρ, âûïîëíåíî(∫
Rn

x1ρ(x)

|x|n
dωx

)2

≤ Mn

(∫
Rn

ρ(x)

|x|n
dωx

)∫
Rn

ρ(x)

|x|n−2
dωx, dωx =

1

|Bn|
dx. (5)

Íåðàâåíñòâî òî÷íîå è äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè êîãäà ρ(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî

øàðà B ñ öåíòðîì íà îñè x1, 0 ̸∈ B. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n ≥ 3

M
n−2
n

n

(∫
Rn

ρ(x)

|x|n
dωx

)
ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé âíå íîñèòåëÿ ρ.

×òî áóäåò åñëè îãðóáèòü Mn(t) èëè äî 1 (ïðè áîëüøèõ t) èëè äî t (ïðè ìàëûõ)

w

N2(1, v) < v

N2(1, v) < 1

N2(1, v) = Mn(v)
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Îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë Ðèññà èíäåêñà 0 ≤ α < n äëÿ ïëîòíîñòè ρ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Rn

(Iαρ)(x) =

∫
Rn

ρ(ζ)dωζ

|x − ζ|n−α

ãäå dωζ := 1
ωn

dζ(= 1
ωn

dζ1 · · · dζn), ωn � n-ìåðíûé îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà. Òîãäà

1

n − α
(∇Iαρ)(x) =

∫
Rn

(x − ζ)ρ(ζ)

|x − ζ|n+2−α
dωζ.

Íåðàâåíñòâî âûøå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîòî÷å÷åíóþ òî÷íóþ îöåíêó

1

(n − 2)2
|∇I2ρ(y)|2 ≤ Mn(I0ρ(y)) · I2ρ(y),

äëÿ ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà Ðèññà ïîðÿäêà 0 ≤ α < n äëÿ îãðàíè÷åííîé ïëîòíîñòè ρ(x) ñ

êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â Rn. Íåêîòîðûå áëèçêèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè:

(Adams-Hedberg): äëÿ f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < ∞ è 1 < α < n ñóùåñòâóåò A ò.÷.

|∇Iαf(x)|α ≤ A(α, p, n) · Mf(x) · (Iαf(x))
α−1

, (6)

ãäå Mf(y) � ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè-Ëèòòëâóäà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ α = 2 (p < ∞!)

|∇Iαf(x)|2 ≤ A · Mf(x) · Iαf(x).

Äðóãèå îáîáùåíèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèè Õàðäè-Ëèòòëâóäà äëÿ êîìïëåêñíîãî α ∈ C ïîëó÷åíû

(Mazya�Shaposhinkova 1999).

Íåäàâíèå ãðàäèåíòíûå îöåíêè äëÿ Iα äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(Mingione 2011, Garg�Spector 2015).
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Îïðåäåëåíèÿ

Çàìåòèì òðèâèàëüíîå ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

1

n − α
|∇Iαρ| ≤

√
Iαρ · Iα−2ρ.

Îäíàêî òàêàÿ îöåíêà äàëåêà îò îïòèìàëüíîé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíà èçìåðèìàÿ ïëîòíîñòü 0 ≤ ρ(x) ≤ 1, x ∈ Rn, è 0 ̸∈ supp ρ. Íàéòè òî÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ

Iαρ Iα−2ρ, and w :=
1

n − α
|∇Iαρ|.

Ïàðà (u, v) ⊂ R2
≥0 íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé åñëè ñóùåñòâóåò 0 ≤ ρ ≤ 1 ò.÷. Iαρ = u è Iα−2ρ = v.

Ïóñòü

Nα(u, v) := sup
ρ

{
w

2
: Iαρ = u, Iα−2ρ = v

}
,

òî âûïîëíåíî òî÷íîå íåðàâåíñòâî

1

n − α
|∇Iαρ| ≤

√
Nα

(
Iαρ, Iα−2ρ

)
.

Òàê íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî,

Nα(u, v) ≤ uv.
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Òåîðåìà 2 (V. Tkachev, 2018)

Ïóñòü n ≥ 1 è α ∈ (0, 2]. Òîãäà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð � ïîëîæèòåëüíûé êâàäðàíò R2
≥0 è

Nα(u, v) = u
2(α−1)/α h2

α(t)

f
2(α−1)/α
α (t)

, ∀u, v > 0 (7)

ãäå t = t(u, v) åäèíñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

f
2−α
α (t)f

α
α−2(t) = u

2−α
v
α
. (8)

Çäåñü

fα(t) = t
2−n

(t
2 − 1)

n/2
F ( 2−α

2
, 2+α

2
; n+2

2
, 1 − t

2
)

hα(t) = t
1−n

(t
2 − 1)

n/2
F ( 2−α

2
, α

2 ; n+2
2

, 1 − t
2
),

è F (a, b; c, t) � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà.

Äëÿ îáùèõ çíà÷åíèé α âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå âîïðîñû:

Êàê "ôîðìà" Nα(u, v) çàâèñèò îò u è v?

Ðàçäåëÿåòñÿ ëè "ôîðìà" Nα(u, v) íà ôóíêöèè òîëüêî îò u è v?

Êîãäà Nα(u, v) ñèììåòðè÷íà êàê ôóíêöèÿ u è v?
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Òåîðåìà 3 (α = 2, V.T., 2018)

Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé 0 ≤ ρ(x) ≤ 1, 0 ̸∈ supp ρ, âûïîëíåíà òî÷íàÿ îöåíêà

∣∣∣∣∫
Rn

x1ρ(x)

|x|n+1
dωx

∣∣∣∣ ≤ Φn

(√∫
Rn

ρ(x)

|x|n−1
dωx ·

∫
Rn

ρ(x)

|x|n+1
dωx

)
, (9)

ãäå Φn(s) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèíãóëÿðíîãî ÎÄÓ

Φ
′′
n =

Φ′
n(Φ

′2
n − 1)

(n − 1)ΦnΦ′
n + s

, Φn(0) = 0, Φ
′
n(0) = 1 (10)

óäîâëåòâîðÿåùåãî àñèìïòîòè÷åñêîìó óñëîâèþ

lim
s→∞

Φn(s)

ln s
=

Γ(n+2
2

)

Γ(n+1
2

)Γ( 3
2 )

. (11)

Äëÿ n = 1 ïîëó÷àåòñÿ

sinh
2

 1

2

∞∫
−∞

ρ(x)

|x|
dx

 ≤
1

4

∞∫
−∞

ρ(x)dx ·
∞∫

−∞

ρ(x)

x2
dx.

Ñëó÷àé n = 2 âûäåëÿåòñÿ â íåñêîëüêèõ îòíîøåíèÿõ: Φ2 èç (10) èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ñèììåòðèþ

èç-çà n − 1 = 1, ñì. ñëåäóþùóþ ñòðàíèöó.
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The case α = 1 and n = 2

Ñëó÷àé n = 2 è α = 1 ÿâëÿåòñÿ îñîáåííûì. Êàê Φ2(s), òàê è åå

îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿþò òîìó æå ÎÄÓ

Φ
′′
2 =

Φ′
2(Φ

′2
2 − 1)

Φ2Φ′
2 + s

, Φ2(0) = 0, Φ
′
2(0) = 1

Áîëåå òîãî, Φ2 äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïîëíûìè

ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè:

[s(k),Φ(k)] = [
4

π
(E(k) − K(k)),

4

π
(k · K(k) − 1

k · E(k))],

ãäå

K(k) =

∫ 1

0

dt
√
1 − t2

√
1 − (1 − k2)t2

, E(k) =

∫ 1

0

√
1 − (1 − k2)t2

√
1 − t2

dt

Ôóíêöèÿ Φ2 èìååò ïðèìå÷àòåëüíîå ðàçëîæåíèå Òåéëîðà â íà÷àëå êîîðäèíàò:

è Φ(z) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíâîëþòèâíîìó ñâîéñòâó:

(−Φ2) ◦ (−Φ2) = id.

Ìû ïîêà íå çíàåì íèêàêîãî êîíöåïòóàëüíîãî îáúÿñíåíèÿ ýòèõ ôàêòîâ.
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... â äâóõ ÷àñòÿõ ... ñ ïðîëîãîì è ýïèëîãîì
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Ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â Rn

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü èñòîëêîâàíî êàê ïîòåíöèàë çàâèñÿùèé îò îáëàñòè â

Rn, èëè áîëåå îáùî îò ïëîòíîñòè ρ(x) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è 0 ≤ ρ ≤ 1:

Eρ(x) = exp

[
−

2

nωn

∫
ρ(ζ)dA(ζ)

|x − ζ|n

]
,

Åñëè ρ(x) = χD(x) òî ED(x) = exp
[
− 2

nωn

∫
D

dA(ζ)
|x−ζ|n

]
.

2D-ïîëÿðèçîâàííàÿ âåðñèÿ íàä R è C ïîÿâëÿåòñÿ â 1970s â òåîðèè îïåðàòîðîâ êàê principal function

íåêîòîðûõ áëèçêèõ ê íîðìàëüíûì îïåðàòîðàì (J. D. Pincus, Acta. Math., 1968) è èíòåíñèâíî

èçó÷àåòñÿ (Carey, Helton, Howe), îäíàêî êîðíè óõîäÿò ê ðàáîòàì Êðåéíà 1950õ ïî "ôóíêöèÿì

ñïåêòðàëüíîãî ñäâèãà".

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ, äàëåêî çà ïðåäåëàìè àíàëèçà è òåîðèè îïåðàòîðîâ. Ìû óïîìÿíåì

îäíî èç íèõ íèæå.

(M. Putinar, 1996)

Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ρ : C → [0, 1] ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ñóøåñòâóåò åäèíñòâåííûé

íåïðèâîäèìûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð T äåéñòâóþùèé íà íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H ñî ñâîéñòâîì [T∗, T ] = ξ ⊗ ξ, ðàçãëàãàåò Eρ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Eρ(z, w) = exp

[
−

1

π

∫
ρ(ζ) dA(ζ)

(ζ − z)(ζ̄ − w̄)

]
= 1 − ⟨(T∗ − w̄)

−1
ξ, (T

∗ − z̄)
−1

ξ⟩ (12)
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Ïî àíàëîãèè ñ n = 1 ýêñïîíåíöèàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíûìè

ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ, è â îáùåì ñëó÷àå êâàäðàòóðíûå îáëàñòè.

Ïðèìåð. Äëÿ êðóãà D(0, 1) = {|z| < 1}, ED = 1 − 1
zw̄ . Äëÿ äâóõ è áîëåå êðóãîâ, ïðîèçâåäåíèå,

íàïðèìåð Ω = D(−1, 1) ∪ D(1, 1):

EΩ = (1 − 1
(z+1)(w̄+1)

)(1 − 1
(z−1)(w̄−1)

).

ïåðåõîäÿùåå â ñëèÿíèå äâóõ êðóãîâ Ω = D(−1, r) ⊞ D(1, r), r > 1 (êâàäðàòóðíóþ îáëàñòü):

EΩ = 1 − 1+A(r)zw̄

(w̄2−1)(z2−1)
.

Ãðàíèöà îáëàñòè çàäà¼òñÿ àëãåáðè÷åñêèì óðàâíåíèåì EΩ = 0

Aharonov-Shapiro 1976; Gustafsson 1983

Ω íàçûâàåòñÿ êâàäðàòóðíîé îáëàñòüþ åñëè ñóùåñòâóþò zi ∈ Ω, ci ∈ C ò.÷.∫∫
Ω

h dxdy =
n∑

i=1

cih(zi) ∀h ∈ L
1
(Ω), h(x) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

B. Gustafsson, 1983

Îáëàñòü Ω � êâàäðàòóðíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ôóíêöèÿ Øâàðöà ìåðîìîðôíà íà

Øîòêè-äóáëü Ω ⊕ Ω+. Ãðàíèöà êâàäðàòóðíûõ îáëàñòåé âñåãäà àëãåáðàè÷åñêàÿ.
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2D ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå è êâäàðàòóðíûå îáëàñòè

Aharonov-Shapiro 1976; Gustafsson 1983, Putinar 1996

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

EΩ(z, w) ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ =
Q(z,w)

P (z)P (w)
, |z|, |w| ≫ 1;

Ω is a êâàäðàòóðíàÿ îáëàñòü;

Ω îïðåäåëåíà êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîìåíòîâ ℓjk ⇔
det(σjk)

N
0 = 0 äëÿ íåêîòîðîãî N ;

Ñóøåñòâóåò îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð T äåéñòâóþùèé

íà íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñî ñïåêòðîì

ðàâíûì Ω è rank one self commutator [T∗, T ] = ⟨ξ ⊗ ξ⟩, òàêîé
÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà (T∗kξ)k≥0 êîíå÷íîìåðíà.
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Ïî÷åìó ìåðîìîðôíûé ðåçóëüòàíò?

Äàíû f , g � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà êîìïàêòíîé Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè M . Èõ ìåðîìîðôíûé

ðåçóëüòàíò îïðåäåëÿåòñÿ (B. Gustafsson, V.Tkachev, Comm. Math. Phys., 2009):

R(f, g) = g((f)) =
g(f−1(0))

g(f−1(∞))
=

m∏
i=1

g(ai)

g(σi)

ãäå (f) =
∑

ai −
∑

σi ïîëíûé äèâèçîð f . Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êâàäðàòóðíîé

îáëàñòè Ω ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíûì ðåçóëüòàíòîì íà Øîòêè-äóáëå Ω:

EΩ(z, w) = R(f − z, g − w̄).
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Áü¼ðí Ãóñòàôññîí îïðåäåëÿåò ìåðîìîðôíûé ðåçóëüòàíò
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